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Geometria cosimpléctica

Una variedad co-simpléctica es (M,w,n) con M variedad de dimensién 2n + 1,
w 2-forma cerrada, n 1-forma cerrada y w" A 1 forma de volumen. Campos:

e Campo de Reeb R: satisface irw =0y irnp =1
e Campo de Evolucién (dado H: M — R): ig,w = dH — R(H)n, ign=1

%pause Localmente (Darboux):
w=dq A dpi, n = dt, (R=09/0)

de manera que
E, — 24_ OH 0 0H 9
"= 0t " opog  0q opi

t=1
{ Curvas integrales Ey } ) { c';i = 0H/0p; }
pi = —0H/dq'



El teorema de Albert

®y,: M — M accién (libre, propia) de un grupo de G en (M,w,n). Se dice
Hamiltoniana si:
dw = w, ie,n =0,

y admite una aplicacién momento J: M — g* (equivariante):

_ T _ J
M, = TN (1) /Gy 7 T () s M
%pause Teorema: Sea (M,w,n) cosimpléctica, y ®4 una accién candnica de G
con momento J. Si . € g* es un valor regular de J, entonces
M. =J7 1)/ Gy

es una variedad cosimpléctica y su estructura cosimpléctica reducida (wu,nu)

esta univocamente determinada por las relaciones:
* a _ ok a k a __ ok _a
TpWp = Ju TpMy = Ju" -

Dado un Hamiltoniano invariante, los campos de evolucién estan mw-relacionados.



Estructuras policosimplécticas

Definicion: Una estructura k-policosimpléctica en M es una familia de 2-formas
cerradas w?, ..., w* y I-formas cerradas 0}, ..., n* tales que:

mA--AD£0,
kerw!N---Nkerw* Nkern* N .- Nkern* = {0},
dim{kerw' N---Nkerw"} = k.

Se dice estandard si localmente: w® = dg' A dp?,n® = dt?, i.e.

R x (TH'Q=R"x (T"Q® - & T"Q)

%pause Dindmica: dado H: M — R su buscan campos Xi, ..., Xk, tales que:
k k
n(Xe) =05, Y ixw =dH-Y Ri(H)n"
a=1 a=1

Si [Xs, Xs] = 0, en coordenadas estandard las secciones integrales verifican:
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Reduccién lineal

Sea (V,w?,n?) un e.v. policosimpléctico. Dado S C V/, definimos

S“={veV|uJ'(v,S) = =w"(v,S) =0} C V.

Llamemos R = {kerw1 n---N kerwk} C V. Algunas propiedades:
R C S, ScCSve,

%pause

Proposicion:  Sea (V,w?,n?) un e.v. policosimpléctico y S C V un subespacio
tal que R NS = {0}. Entonces:

Las 2-formas w? y las 1-formas n? inducen 2-formas w3 y 1-formas n§ en el
cociente S /(S N §)

ws([v], w]) = w(v,w),  ns([v]) = n’(v).
(5°“/(SNS),ws, ) es un e.v. policosimpléctico si, y sélo si,

R @ (SNS)=5%nswe,



Reduccién de variedades policosimplécticas (1)

Ingredientes:
e Variedad policosimpléctica (M, w? n?).
e Accién policosimpléctica: ®zw? = w?, ig,,n* = 0.

e Aplicacién momento J = (J*,..., J%): M — (g*)* (equivariante) tal que
inga = ng,

donde J§: M — R es la funcién en M Ji(x) = (J7(x),€).

Fijamos = (pu1, ..., k) € (g%)*. G, actdia en J7*(u). Se sigue:

I ) ={x e M| F(x) = pa, a=1,... .k} = T }(p) = 5,

§u|x =gx N ﬁiw



Reduccién de variedades policosimplécticas (I1)

Teorema: En la situacién anterior, la variedad M, = J™'(u)/G, es poli-
simpléctica con (wy,,7n;,) univocamente dadas mediante:
* a __ .k a * a _ «x_a

TuWy = JuW TNy = Ju" >

si, y sélo si, para cada x € J7'(u) se tiene:
~CW Cw

Rx &) §u|x = ﬁiw mgx

%pause
Demostracion

Tenemos §5” N §x” “ = Rx ® Jul, = Rx @ (x N F7).

Para S = §, encontramos una estructura policosimpléctica en:

§/(@ N ) = 87/ Gul, = T 7 W)/ Bl = Tp(U 7 (1)/ G-



Reduccién de variedades policosimplécticas (111)

Recordemos la version geométrica de las ecs. de Hamilton en teoria de campos:
k

(%) =05, Y ixw =dH-Y Ri(H)7" (*)

a=1 a=1

Dlferencias con mecanica:
e Una solucién X no es invariante en general.
e El teorema de Noether dice:
Zﬁang = 0 ~ (divergencia)
a
Necesitamos que Xa(Jf) se anulen por separado.
%pause Teorema: (En la situacién del teorema anterior.) Sea H: M — R un

Hamiltoniano G-invariante y X una solucién a (x) que sea tangente a J7(w)
e invariante. Entonces la proyeccién X, en M, es una solucién de (x) para el

Hamiltoniano reducido h,,.



Muchas gracias



