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Geometŕıa cosimpléctica

Una variedad co-simpléctica es (M, ω, η) con M variedad de dimensión 2n + 1,
ω 2-forma cerrada, η 1-forma cerrada y ωn ∧ η forma de volumen. Campos:
• Campo de Reeb R: satisface iRω = 0 y iRη = 1
• Campo de Evolución (dado H : M → R): iEHω = dH − R(H)η, iEH η = 1

%pause Localmente (Darboux):

ω = dqi ∧ dpi , η = dt, (R = ∂/∂t)

de manera que
EH = ∂

∂t + ∂H
∂pi

∂

∂qi −
∂H
∂qi

∂

∂pi

{
Curvas integrales EH

}
←→

{ ṫ = 1
q̇i = ∂H/∂pi

ṗi = −∂H/∂qi

}



El teorema de Albert

Φg : M → M acción (libre, propia) de un grupo de G en (M, ω, η). Se dice
Hamiltoniana si:

Φ∗
gω = ω, iξMη = 0,

y admite una aplicación momento J : M → g∗ (equivariante):

Mµ ≡ J−1(µ)/Gµ J−1(µ) M
πµ jµ

%pause Teorema: Sea (M, ω, η) cosimpléctica, y Φg una acción canónica de G
con momento J. Si µ ∈ g∗ es un valor regular de J, entonces

Mµ ≡ J−1(µ)/Gµ

es una variedad cosimpléctica y su estructura cosimpléctica reducida (ωµ, ηµ)
está uńıvocamente determinada por las relaciones:

π∗
µω

a
µ = j∗

µω
a, π∗

µη
a
µ = j∗

µη
a.

Dado un Hamiltoniano invariante, los campos de evolución están π-relacionados.



Estructuras policosimplécticas

Definición: Una estructura k-policosimpléctica en M es una familia de 2-formas
cerradas ω1, . . . , ωk y 1-formas cerradas η1, . . . , ηk tales que:

1 η1 ∧ · · · ∧ ηk 6= 0,
2 kerω1 ∩ · · · ∩ kerωk ∩ ker η1 ∩ · · · ∩ ker ηk = {0},
3 dim{kerω1 ∩ · · · ∩ kerωk} = k.

Se dice estándard si localmente: ωa = dqi ∧ dpa
i , η

a = dta, i.e.

Rk × (T 1
k )∗Q ≡ Rk × (T ∗Q ⊕ · · · ⊕ T ∗Q)

%pause Dinámica: dado H : M → R su buscan campos X1, . . . ,Xk , tales que:

ηa(Xb) = δa
b,

k∑
a=1

iXaω
a = dH −

k∑
a=1

Ra(H) ηa.

Si [Xa,Xb] = 0, en coordenadas estándard las secciones integrales verifican:

∂H
∂qi

∣∣∣∣
ϕ(t)

= −
k∑

a=1

∂ψa
i

∂ta

∣∣∣∣∣
t

,
∂H
∂pa

i

∣∣∣∣
ϕ(t)

= ∂ψi

∂ta

∣∣∣∣
t
.



Reducción lineal

Sea (V , ωa, ηa) un e.v. policosimpléctico. Dado S ⊂ V , definimos

Scω = {v ∈ V | ω1(v , S) = · · · = ωk (v , S) = 0} ⊂ V .

Llamemos R = {kerω1 ∩ · · · ∩ kerωk} ⊂ V . Algunas propiedades:

R ⊂ Scω, S ⊂ Scω cω.

%pause

Proposición: Sea (V , ωa, ηa) un e.v. policosimpléctico y S ⊂ V un subespacio
tal que R∩ S = {0}. Entonces:

1 Las 2-formas ωa y las 1-formas ηa inducen 2-formas ωa
S y 1-formas ηa

S en el
cociente Scω/(S ∩ Scω)

ωa
S([v ], [w ]) = ωa(v ,w), ηa

S([v ]) = ηa(v).

2 (Scω/(S ∩ Scω), ωa
S , η

a
S) es un e.v. policosimpléctico si, y sólo si,

R⊕ (S ∩ Scω) = Scω ∩ Scω cω.



Reducción de variedades policosimplécticas (I)

Ingredientes:
• Variedad policosimpléctica (M, ωa, ηa).
• Acción policosimpléctica: Φ∗

gω
a = ωa, iξMη

a = 0.
• Aplicación momento J = (J1, . . . , Jk ) : M → (g∗)k (equivariante) tal que

iξMω
a = dJa

ξ ,

donde Ja
ξ : M → R es la función en M Ja

ξ(x) = 〈Ja(x), ξ〉.

Fijamos µ = (µ1, . . . , µk ) ∈ (g∗)k . Gµ actúa en J−1(µ). Se sigue:

J−1(µ) = {x ∈ M | Ja(x) = µa, a = 1, . . . , k} ⇒ Tx J−1(µ) = g̃cω
x ,

y
g̃µ|x = g̃x ∩ g̃cω

x .



Reducción de variedades policosimplécticas (II)

Teorema: En la situación anterior, la variedad Mµ = J−1(µ)/Gµ es poli-
simpléctica con (ωa

µ, η
a
µ) uńıvocamente dadas mediante:

π∗
µω

a
µ = j∗

µω
a, π∗

µη
a
µ = j∗

µη
a,

si, y sólo si, para cada x ∈ J−1(µ) se tiene:

Rx ⊕ g̃µ|x = g̃cω
x ∩ g̃cω cω

x .

%pause
Demostración
Tenemos g̃cω

x ∩ g̃cω cω
x = Rx ⊕ g̃µ|x = Rx ⊕ (g̃x ∩ g̃cω

x ).
Para S = g̃x encontramos una estructura policosimpléctica en:

g̃cω
x /(g̃x ∩ g̃cω

x ) = g̃cω
x / g̃µ|x = Tx J−1(µ)/ g̃µ|x ' T[x ](J−1(µ)/Gµ).



Reducción de variedades policosimplécticas (III)

Recordemos la versión geométrica de las ecs. de Hamilton en teoŕıa de campos:

ηa(Xb) = δa
b,

k∑
a=1

iXaω
a = dH −

k∑
a=1

Ra(H) ηa. (?)

DIferencias con mecánica:
• Una solución XXX no es invariante en general.
• El teorema de Noether dice:∑

a

LXa Ja
ξ = 0 ∼ (divergencia)

Necesitamos que Xa(Jb
ξ ) se anulen por separado.

%pause Teorema: (En la situación del teorema anterior.) Sea H : M → R un
Hamiltoniano G-invariante y XXX una solución a (?) que sea tangente a J−1(µ)
e invariante. Entonces la proyección XXXµ en Mµ es una solución de (?) para el
Hamiltoniano reducido hµ.



Muchas gracias


